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Рассмотрим линейную дифференциальную систему
x˙ = Aµ(t)x, x ∈ R2, t > 0, (1µ)
с матрицей коэффициентов вида
Aµ(t) := ln dk diag [1,−1], 2k − 1 6 t < 2k,
Aµ(t) := (µ+ bk)
(
0 1
−1 0
)
, 2k − 2 6 t < 2k − 1,
где µ, bk ∈ R, dk > d > 1, k ∈ N.
Теорема [1]. Система (1µ) имеет при d > 1 старший характеристический показатель
λ(Aµ) > 0 для всех µ из некоторого множества J положительной меры Лебега.
В настоящем докладе представлено другое доказательство этой теоремы, позволяющее
обобщить ее на случай, когда dk зависят от µ.
Определим последовательность {g(µ, n)}+∞n=0, µ ∈ [0, pi], следующими рекуррентными
формулами.
Пусть g(µ, 0) ≡ 0. Для каждого n ∈ N положим g(µ, 2n − 1) := g(µ, 2n − 2) в случае
когда pi−1g(µ, 2n − 2) ∈ Z, g(µ, 2n − 1) := pi[pi−1g(µ, 2n − 2)] + arcctg d2n ctg g(µ, 2n − 2), где
[ · ] обозначает целую часть числа, в противном случае.
g(µ, 2n) := bn + µpi + g(µ, 2n− 1). (2)
Справедливы равенства g(µ, 2n) := g˜n(µ/pi), g(µ, 2n+1) := gn(µ/pi), где функции gn(µ),
g˜n(µ), n ∈ N, µ ∈ [0, 1], — определены формулами (2n) и (3) из [2], в которых d заменено
на dn+1.
Обозначим через XAµ(t, s), t, s > 0, матрицу Коши системы (1µ) и положим xµ(t) :=
= XAµ(t, 0) e1, где e1 :=
(
1
0
)
.
Тогда согласно лемме из [2] для любого n ∈ N справедливо равенство
x(µ, n)
‖x(µ, n)‖ = (cos g(µ, n), sin g(µ, n))
>. (3)
Согласно соотношению (4n) из [2] выполняется равенство g(pi, 2n − 1) − g(0, 2n − 1) =
= (n− 1)pi, откуда и из (2) следует соотношение
g(pi, 2n)− g(0, 2n) = bn + pi + g(pi, 2n− 1)− bn − g(0, 2n− 1) = npi. (4n)
Верно неравенство (оценка (5n) из [2])
f(2n− 1, µ) := g′µ(µ, 2n− 1) > 0. (5n)
Введем обозначение hn := 2−3min{1, dn+1 − 1}.
Положим κ(n, µ) := 2 ln ρ(n, µ) + ln f(n, µ), n ∈ N.
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В силу неравенства, следующего за (17) в [3], для любого n ∈ N справедливо соотношение
pi∫
0
κ(4n) dµ > H(n) :=
n−1∑
k=0
(
pi + h42k+1pi
−1
2k + 2
+
pi
2k + 1
)
. (6)
Пусть νk, k = 1, n, таковы, что g(2n, νk) ∈ [pi(k− 1), pik] и ρ(2n, νk) = max
µ∈Mk
ρ(2n, µ), где
Mk := {|µ : |g(2n, µ)− g(2n, νk)| 6 pi/2}.
Найдутся [4, с. 88] ξj , ψj ∈ [0, 2pi), lj ∈ R, j = 1, 2, такие, что
XµA(2nj, 2n(j − 1)) = U(ψj)
(
lj 0
0 l−1j
)
U(ξj).
Лемма. Для любых k, n ∈ N, µ ∈Mk, выполняется неравенство
ψ(µ)− ψ(νk) > (l(νk)/l(µ)− 1)/l(µ). (7)
Доказательство проводится индукцией по n.
В частности, из (7) следует оценка (ψ(µ))′µ > 0.
Рассмотрим случай, когда справедливы равенства: ξ1 = ψ2 = µ, l1 = 1/l2 = l + p,
ψ1 = ξ2 = µ/p2. Тогда
diag [1/l2, l2]U(ξ2 + ψ1) diag [l1, 1/l1] = diag [1/l, l]U(µ) diag [l, 1/l] =
= U(pi/2− l−2 cosµ) diag [l2 sinµ, 1/(l2 sinµ)].
Отсюда
2 ln ‖xµ(4n)‖+ln f(4n, µ)>2 ln(l2 sinµ cosµ)+ln 1=4 ln ‖xµ(2n)‖+2 ln f(2n, µ)+ln(sinµ cosµ),
откуда ∫
Mk
κ(4n)dµ > 2
∫
Mk
κ(2n)dµ− 4.
Найдется n0 ∈ N такое, что H(n0) > 26 + ln 2n0 .
Окончательно, в силу (6) и оценки (16) из [3] имеем
2−n−2
pi∫
0
ln ‖xµ(2n4)‖ dµ>2−n−2
(
2n−n0
∫
Mk
κ(2n0) dµ−2n−n08−
pi∫
0
ln f(2n4, µ) dµ
)
(6)
>24−n0−2−n ln 2n.
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